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Abstract—通信路の確率モデルと入力に関する制約が与えら
れたとすると，通信路容量は入力と出力との間の相互情報量の
上限として定義される．一方で，通信路容量は KL 情報量を
損失とするベイズリスクの max-min 問題の最適値として定義
することもできる．本稿では，KL 情報量を Bregman 情報量
に置き換えたベイズリスクを定義し，その max-min 問題を考
える．スカラー通信路の通信路容量を達成する入力分布が連続
分布となるのは AWGN に対して入力の平均パワーを制約し
た場合であり，そのときの最適な入力分布は正規分布となる．
他の通信路，そして入力に関する制約に対しては，最適な入力
分布が離散分布となることが多い．KL 情報量を Bregman 情
報量に置き換えた場合も同様の結果が得られた．

1 はじめに
X を入力とし，Y を出力とする通信路の確率モデル

p(Y |X)が与えられたとする．通信路容量は X に関する

与えられた制約の下で X と Y の相互情報量の上限とし

て定義される [17]．最大値が存在するならば，最大値を

与える X の分布はこの通信路への入力の最適な分布とな

る．この最適化問題はベイズ統計の立場では Kullback-

Leibler (K-L) ダイバージェンスを損失とするベイズリ

スクに関する max-min 問題とみなすことができる．こ

うしたmax-min 問題に関しては様々な研究がなされて

いる [6,8]．本研究では K-L ダイバージェンスを用いて

定義された問題を一般化し，U-ダイバージェンス [13,19]

を用いて定義する．Bregmanダイバージェンスの特殊な

クラスである U-ダイバージェンスは K-L ダイバージェ

ンスや β-ダイバージェンス [15]を含んでいる．

通信路容量の問題では，通信路が連続分布で定義され，

制約を満たす入力の分布として連続分布を含める場合で

あっても，多くの場合，通信路容量を達成する分布が離

散分布になる [1, 5, 7, 11, 18] ．連続分布が最適となる例

は平均パワー制約下で Additive White Gaussian Noise

(AWGN)通信路を用いる場合の他はほとんど知られて

いない．本稿では一般化した問題に対して基本的な性質

を調べた後，U-ダイバージェンスとして β-ダイバージェ

ンスを用いたときに連続分布が最適となる例を調べる．
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その結果，正規分布が最適となるような通信路，および

入力の制約が存在することがわかった．

2 本稿であつかう Bregman 情報量
2.1 U-ダイバージェンス

1次元の実数値をとる確率変数 Y ⊆ ℜ に関する 2つ

の確率分布 p(Y ) と q(Y ) を考える．この場合，U-ダイ

バージェンスは次のように定義される [14,15]．

DU (p, q) = HU (p, q)−HU (p)

HU (p, q) =

∫
Y

[
U(ξ(q(y)))− p(y)ξ(q(y))

]
dy,

HU (p) = HU (p, p).

(1)

ここで U(t) は 1次元の実数値 t を入力とする狭義凸関

数，u は U の導関数，すなわち u = U ′ である．また，

ξ は u の逆関数，ξ = (u)−1 だとする．以下で U は C2

級であり，u は狭義増加関数だとする．

U-ダイバージェンスの定義は一般の Bregman 情報量

の定義とは異なる．一般の Bregman情報量は実関数 f, g

に対して以下のように定義される．

DBregman(f, g) =

∫
ℜ
d(f(z), g(z))dz,

d(f, g) = U(g)− U(f)− u(f)(g − f).

ここで U は U-ダイバージェンスで定義した狭義凸関数

とする．図 1から分るように d(f, g) は常に正であるた

め，Bregman 情報量は常に非負であり，ほとんど至る

ところで f = g が成り立つときにのみ 0 となる．

図 1: Bregman divergence.

U-ダイバージェンスは p と q を関数 ξ によって変

換してから一般の Bregman 情報量に代入したものと考

えることができる．したがって U -ダイバージェンスも
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Bregman 情報量と同様に非負であり，2つの確率分布が

ほとんど至るところで等しいときにのみ 0 となる．この

ため，2つの分布の近さを表しているとみなせる．

以上から U-ダイバージェンスは Bregman情報量のう

ち特殊なものであることがわかる．本稿では Bregman

情報量の中でも (1)式の U-ダイバージェンスとして表

されるもののみを扱う．

2.2 Bregman 情報量の例

ここでは，U-ダイバージェンスとして表現できる 2つ

のダイバージェンスを示す．

K-L ダイバージェンス

U(z) = exp(z), u(z) = exp(z), ξ(z) = log(z) と

定義する．すると (1)式は以下のようになる．

DKL(p, q) =

∫
ℜ
p(y) log

p(y)

q(y)
dy

+

∫
ℜ
(q(y)− p(y))dy.

p と q が確率分布のときには以下のようになる．

これは K-L ダイバージェンスである．

DKL(p, q) =

∫
ℜ
p(y) log

p(y)

q(y)
dy,

β ダイバージェンス

β を正の実数として U(z), u(z), ξ(z) を以下のよ

うに定義する．

U(z) =
1

β + 1
(βz + 1)

β+1
β

u(z) = (βz + 1)
1
β , ξ(z) =

zβ − 1

β
,

これらを用いて β-ダイバージェンスは以下のよう

に定義される．

Dβ(p, q) =
1

β + 1

∫
ℜ
(q(y)β+1 − p(y)β+1)dy

− 1

β

∫
ℜ
p(y)(q(y)β − p(y)β)dy.

(2)

β ↓ 0 とする極限では β-ダイバージェンスは K-L

ダイバージェンスに収束する．

この β-ダイバージェンスは，統計学や機械学習の研究

で用いられている [13, 19]．また，統計物理学で提案さ

れている Tsallis 統計との関係が指摘されている [16]．

以下で用いるいくつかの記号を定義しておく．

p(y|x) : 以下で扱う確率分布．情報理論では X を入力，

Y を出力とする通信路と考えれば良い．統計では

Y は注目している確率変数であり，X は母数であ

る．ベイズ統計では X も確率変数とみなす．本稿

では X も Y も実数で 1次元のときのみを扱う．

F : 実数上で定義される X の累積分布．情報理論では入

力の分布，ベイズ統計では母数の事前分布である．

F : 以下では F として以下の条件を満たすものを考

える．∫
ℜ
m(x)dF (x) ≤ A, m(x) ≥ 0, A > 0. (3)

m は正値をとる X の関数であり，これは関数 m

の期待値に関する制約となる．例えば，通信工学

では入力の平均電力が問題となる．その場合には

m(x) = x2 とすれば良い．

(3)式の制約を満たす F の集合を F と定義する．

F =
{
F

∣∣ ∫
ℜ
m(x)dF (x) ≤ A

}
.

この集合は凸集合である．また，一般には F は連
続分布も離散分布も含む．

3 本稿で考える問題
3.1 通信路容量と max-min 問題

通信路容量は最適化問題の最適値として定義される．

本稿ではその定義を拡張する．本節では，まず通信路容

量の定義を確認する．

Problem 1. 通信路容量は以下の最適化問題の最適値

として定義される．

C = sup
F∈F

∫
ℜ
DKL(p(y|x); p(y;F ))dF (x), (4)

ここで p(y;F ) は以下で定義される周辺分布である，

p(y;F ) =

∫
ℜ
p(y|x)dF (x).

また，F の定義から，(4)式は以下のように書き直せる．

C = sup
F

∫
ℜ
DKL(p(y|x); p(y;F ))dF (x)

subject to

∫
ℜ
m(x)dF (x) ≤ A.

(5)

この最適化問題は汎関数を最大とする X の確率分布

を求めることである．K-L ダイバージェンスの積分値と

して表現されているこの汎関数は X と Y の間の相互情

報量とも呼ばれる．相互情報量は以下の I(X;Y ) とし

て定義される．

I(X;Y ) =

∫
ℜ

∫
ℜ
p(y|x) log p(y|x)

p(y;F )
dydF (x)

=

∫
ℜ
DKL(p(y|x); p(y;F ))dF (x).

I(X;Y ) を F の汎関数とみなすとき，F 上での上限が
通信路容量である．
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情報理論の観点では，最適値を与える F が存在するな

らば，その F は最適な入力分布となる．こうした最適な

入力分布は理想的な変調方式と深く関係している [9,10]．

一方，ベイズ統計の立場では (4) 式の目的関数は K-L

ダイバージェンスを損失とするベイズリスクと見なされ

る．したがってこの問題はベイズリスクの最悪値を評価

したものである．最適値を与える F は reference事前分

布と呼ばれ，70年代から研究されている [3,4]．reference

事前分布は無情報事前分布のひとつである．

(4) 式の問題は max-min問題として書き直せる．ま

ず，古くから知られている次の結果を示す [2]．

p(y;F ) = argmin
q

∫
ℜ
DKL(p(y|x); q(y))dF (x).

この結果を用いると (4)式は次のように書き直せる．

C = sup
F∈F

min
q

∫
ℜ
DKL(p(y|x); q(y))dF (x).

(4)式にある最適化問題，あるいは上式の最適化問題

において F 上で I(X;Y ) の最大値を与える分布を F ∗

と書くことにする．F は一般に連続分布も離散分布も含
んでおり F ∗ が連続となるか離散となるかは通信路と X

に関する制約 (3)式との組み合わせで決まる．F ∗ が連

続分布が最適となるのは m(x) = x2 という平均パワー

制約のもとで AWGN 通信路を考える場合以外ではほと

んど知られていない．一方で多くの問題で F ∗ が離散分

布となることが知られている [1, 5, 7, 11,18] ．

本稿では連続分布が最適となる m(x) と p(y|x) との
組み合わせに注目する．このため，まず，F ∗ を特徴づけ

る Karush-Kuhn-Tucker (KKT)条件について説明する．

以下では F がコンパクトで F に関して相互情報量

I(X;Y ) が連続で狭義凹関数であるとする1 すなわち，

最適値が存在し，それを達成する F ∗がひとつだけ存在

すると仮定する．まず，最適化問題をラグランジュの未

定定数法によって書きなおす．

C =max
F∈F

[ ∫
ℜ
DKL(p(y|x); p(y;F ))dF (x)

− λ
(∫

ℜ
m(x)dF (x)−A

)]
.

上式を満たす λ ≥ 0 が存在する．I(X;Y ) の F による

方向微分 (ガトー微分) を考えると，最適な分布 F ∗ が

満たす KKT 条件が得られる [1]．

Corollary 1 (KKT condition). F ∗ が (4)式の最適値

を与えるとし，F ∗ の増加点の集合を E∗ とおく．この

1 厳密には位相の定義から始めるべきだが，ここでは省略する．一般
的な手続きについては以下を参照して欲しい [1, 5, 7, 11, 12,18].

とき，次の関係が成り立つ．

DKL(p(y|x); p(y;F ∗))

{
=C+λ(m(x)−A) for x ∈ E∗

≤C+λ(m(x)−A) for x /∈ E∗ .

(6)

F ∗ の増加点は確率分布の台であり，F ∗ が連続分布

であるならば，連続分布の台において (6) 式が成り立

たなければならない．F ∗ が連続分布となる有名な例

は AWGN 通信路における平均パワー制約のもとでの

通信路容量である．このとき，制約は
∫
ℜ x2dF (x) ≤

σ2
S , すなわち m(x) = x2, A = σ2

S であり p(y|x) =

(1/
√
2πσ2

N ) exp(−(x− y)2/2σ2
N )である．最適な F ∗(x)

は F ∗(x) =
∫ x

−∞
1√
2πσ2

S

exp(−t2/2σ2
S)dt であり，(6)式

の左辺は以下のようになる．

DKL(p(y|x); p(y;F ∗)) =
1

2
log

(
1 +

σ2
N

σ2
S

)
+

1

2(σ2
S + σ2

N )
(x2 − σ2

S).

このとき，通信路容量は log(1 + SNR)/2 であり，λ =

1/(2(σ2
S+σ2

N ))とおけば (6)式が成り立つことがわかる．

3.2 問題の拡張

本稿では 1式中の K-L情報量を Bregman情報量で置

き換える問題を考える．すなわち，以下の問題を考える．

Problem 2.

CU = sup
F∈F

∫
ℜ
DU (p(y|x); p(y;F ))dF (x), (7)

この問題は以下のようにも書ける．

CU = sup
F

∫
ℜ
DU (p(y|x); p(y;F ))dF (x)

subject to

∫
ℜ
m(x)dF (x) ≤ A.

(8)

この問題は情報理論の立場からは興味のある拡張で

は無いかもしれない．しかし，ベイズ統計の立場では

Bregman 情報量を損失としたベイズリスクとみなすこ

とができる．特殊な場合として reference 事前分布とも

関係していることから reference 事前分布の一般化と考

えられる．

通信路容量の問題と同様にここでも上記の問題がmax-

min 問題として書き直せることを示す．まず，以下の定

理を示す [14]．

Theorem 1. U-ダイバージェンスを損失とする次のベ

イズリスク R を考える

R(q;F ) =

∫
ℜ
DU (p(y|x), q(y))dF (x).
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R(q;F ) の最小値は q(y) = p(y;F ) のときに達成され

る．すなわち，以下の式が成り立つ．

min
q∈P

R(q;F ) =

∫
ℜ
DU (p(y|x), p(y;F ))dF (x).

Proof. U-ダイバージェンスの定義から HU (p(x|θ)) は q

を含んでいない．このことから以下の関係が成り立つ．

argmin
q∈P

R(q;F ) = argmin
q∈P

∫
ℜ
DU (p(y|x), q(y))dF (x)

= argmin
q∈P

∫
ℜ
HU (p(y|x), q(y))dF (x).

さらに次の式が成り立つ．∫
ℜ
HU (p(y|x), q(y))dF (x)

=

∫
ℜ

[
U(ξ(q(y)))−p(y;F )ξ(q(y))

]
dy=HU (p(y;F ), q(y)).

したがって

argmin
q∈P

R(q;F ) = argmin
q∈P

HU (p(y;F ), q(y))

= argmin
q∈P

DU (p(y;F ), q(y)) = p(y;F ),

このとき最適値は
∫
ℜ DU (p(y|x), p(y;F ))dF (x) となる．

この結果から Problem 2 は以下の max-min 問題とな

ることがわかる．

CU = sup
F∈F

min
q∈P

R(q;F ).

以下では，新しく定義した問題の最適値を与える F ∗

の満たす KKT 条件をみていく．

Lemma 1. 以下のように F の汎関数 R(F )を定義する．

R(F ) = min
q∈P

R(q, F ) =

∫
X
DU (p(y|x); p(y;F ))dF (x).

(9)

この定義を用いれば (8)式の問題は 次のように書ける．

CU = sup
F∈F

R(F ).

(3)式のように定義される F が汎弱位相に関してコンパ
クトだとする．このとき R(F ) は F ∈ F , に関して凹

関数である．

Proof. 任意の F0, F1 ∈ F , (F0 ̸= F1) と 0 < η < 1 に

対して以下の関係が成り立つことを示せば良い．

R((1− η)F0 + ηF1) > (1− η)R(F0) + η R(F1). (10)

まず，Fη = (1− η)F0+ηF1 とおき，(10)式の左辺を

書き直す．

R(Fη) =

∫
X

[
HU (p(y|x), p(y;Fη))−HU (p(y|x))

]
dFη(x)

= HU (p(y;Fη))−
∫
X
HU (p(y|x))dFη(x).

(10)式の右辺は以下のように書ける．

(1− η)R(F0) + η R(F1)

=(1− η)HU (p(y;F0)) + η HU (p(y;F1))

−
∫
X
HU (p(y; θ))dFη(x).

したがって

左辺−右辺 = HU (p(y;Fη))−[
(1− η)HU (p(y;F0)) + η HU (p(y;F1))

]
.

(11)

次の関係に注意すると，

HU (p(y;Fη)) = (1− η)HU (p(y;F0), p(y;Fη))

+ η HU (p(y;F1), p(y;Fη)).

(11)式は以下のように書き直せる．

左辺−右辺 =(1− η)DU (p(y;F0), p(y;Fη))

+ η DU (p(y;F1), p(y;Fη)) > 0.

次に KKT 条件を導く．

Lemma 2 (方向微分 (ガトー微分)). 次の方向微分を考

える．

R′
F0
(F1) = lim

η↓0

R(Fη)−R(F0)

η
,

ここで Fη = (1− η)F0 + ηF1 である．方向微分は次の

ようになる．

R′
F0
(F1) =

∫
X
DU (p(y|x), p(y;F0))dF1(x)−R(F0).

Proof. まず η が微小だとして R(Fη) を書き下す．

R(Fη) = R(F0)

+ η

∫
X
DU (p(y|x), p(y;F0))(dF1(x)− dF0(x))

+ η

∫
X
∂ηHU (p(y|x), p(y;Fη))

∣∣∣
η=0

dF0(x) +O(η2).
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ξ が u = U ′ の逆関数であることを用いると次の関係が

成り立つ．

η

∫
ℜ
∂ηHU (p(y|x), p(y;Fη))

∣∣∣
η=0

dF0(x)

=η

∫
ℜ

u
(
ξ(p(y;F0))

)
ξ′(p(y;F0))

(
p(y;F1)− p(y;F0)

)
dy

−η

∫
X

∫
ℜ
p(y|x)ξ′(p(y;F0))

(
p(y;F1)−p(y;F0)

)
dydF0(x)

=0.

したがって，次の結果が得られる．

R′
F0
(F1) = lim

η↓0

R(Fη)−R(F0)

η

=

∫
X
DU (p(y|x), p(y;F0))dF1(x)−R(F0).

Corollary 2 (KKT 条件). (8)式の最適値を与える F

を F ∗ と定義する．すなわち，F ∗ = argmaxF∈F R(F )

である．このとき E∗ を F ∗ の増加点の集合とする．こ

のとき，以下の式が成り立つ．

DU (p(y|x); p(y;F ∗))

{
= CU for x ∈ E∗

≤ CU for x /∈ E∗

Proof. F ∗ における F ∈ F への方向微分は，F ̸= F ∗

ならば，どの方向に対しても R′
F∗(F ) < 0 となる．した

がって，Lemma 2 から次の関係が成り立つ．∫
ℜ
DU (p(y|x), p(y;F ∗))dF (x) < CU , for F ̸= F ∗.

ここで F ∈ F が F の任意の確率測度であることから，
DU (p(y|x), p(y;F ∗)) ≤ CU が成り立つ．また，x ∈ E∗

で DU (p(y|x), p(y;F ∗)) ̸= CU とすると，方向微分の条

件
∫
ℜ DU (p(y|x); p(y;F ∗))dF ≤ CU と矛盾する．∫
X m(x)dF (x) ≤ A で示される F に関する条件を考

えると，上の結果は以下のように書き直せる．

Corollary 3 (KKT 条件). λ > 0 としてラグランジュ

未定定数法を用いると，

CU =max
F∈F

[ ∫
ℜ
DU (p(y|x); p(y;F ))dF (x)

− λ
(∫

ℜ
m(x)dF (x)−A

)]
.

この関数の方向微分を考えると，KKT条件が求まる．す

なわち，E∗ を F ∗ の増加点の集合とする．最適な F ∗

に関して次の関係が成り立つ．

DU (p(y|x); p(y;F ∗))

{
=CU+λ(m(x)−A) for x∈E∗

≤CU+λ(m(x)−A) for x/∈E∗.

3.3 最適な入力分布が連続分布となる例

通信路容量，そして U-ダイバージェンスに拡張した

CU は X に関する制約と確率モデル p(y|x) の組み合わ
せによって定まる量である．仮りにそうした最適値が求

まったとして，それを達成する入力の分布 F (X) がど

のような分布となるかは興味ある問題である．我々は特

に最適な分布が連続分布となる場合に興味がある．1次

元の X を入力とする現実的な通信路の場合で通信路容

量を達成する分布が連続分布となることが知られている

のは AWGN に対して平均パワーを制約した場合のみで

あろう．同様の例は U-ダイバージェンスに拡張した CU

では存在するのだろうか．

ここでは U-ダイバージェンスの例として (2)式の β-

ダイバージェンスを考える．CU を達成る入力の分布が

連続分布となる p(y|x) とm(x) の例を以下で示す．

Lemma 3. 次の正規分布を考える．

p(y|x) = 1√
2πσ2

N

exp
(
− (y − x)2

2σ2
N

)
. (12)

また，X に関する以下の制約を満たす F を考える．

F=

{
F

∣∣∣ ∫
ℜ
m(x)dF (x) ≤ A

}
(13)

m(x)=−

√
(β + 1)(σ2

N + σ2
s)

(β + 1)σ2
N + σ2

s

exp
( −βx2

2((β + 1)σ2
N + σ2

s)

)
,

A=− 1√
β + 1

.

(13) の条件の下，次の結果が得られる．

CU = max
F∈F

∫
ℜ
DU (p(y|x); p(y;F ))dF (x)

=
1

(2π)β/2β(β + 1)3/2

(
1

(σ2
N )β/2

− 1

(σ2
N + σ2

S)
β/2

)
.

また，このとき最適値を与える F ∗ は次のようになる．

F ∗(x) =

∫ x

−∞

1√
2πσ2

S

exp

(
− t2

2σ2
S

)
dt. (14)

したがって，最適な X の分布は正規分布である．

Proof. (12)式の p(y|x) に対して (14) の F を X の分

布として DU (p(y|x); p(y;F )) を計算する．

DU (p(y|x); p(y;F ))

=
1

(2π)β/2β(β + 1)3/2

(
1

(σ2
N )β/2

− 1

(σ2
N + σ2

S)
β/2

)
+ λ(m(x)−A).

ただし λ = 1/(β(2π)β/2(σ2
N + σ2

S)
β/2) である．Corol-

lary 3 の結果から (14) の F が最適であることが分

る．
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この結果，U-ダイバージェンスを損失とするベイズリ

スクでも p(y|x) が正規分布であるとき，ある制約の下
では正規分布が最適な分布となることが示された．証明

の手続きを見ると，通信路容量の場合と同様に他のモデ

ルと条件下で連続分布が最適解を与える組み合わせを探

すのは困難であるように見える．

4 まとめ
本稿では，通信路容量，あるいは K-Lダイバージェン

スを損失とするベイズリスクの問題を拡張し，Bregman

情報量，より正確には U-ダイバージェンスを損失とする

ベイズリスクについて考察した．ベイズ統計の立場から

みれば，これは reference 事前分布の拡張になっている．

3.3節では U-ダイバージェンスのひとつである β-ダイ

バージェンスを例にとり，X の最適な分布が連続分布と

なる場合について調べた．その結果，確率モデルを正規

分布にとり，正規分布の形をした関数の期待値によって

制約をつけた場合に最適な分布が正規分布となることを

示した．β-ダイバージェンスは Tsallis 統計と結びつい

ている．Tsallis統計では一般化エントロピー (Tsallisエ

ントロピー)の最大化の結果，q-正規分布と呼ばれる分

布が現れ，これが重要な役割を果している．しかし，β-

ダイバージェンスの最大化では q-正規分布が表われるよ

うな確率モデルと制約の組み合わせは発見できなかった．
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