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1 はじめに
本稿では簡単な予測の問題を考える．X は p(x|θ) と

いう分布にしたがっているがパラメータ θ は未知だとす

る．もし θ に関して事前分布 π(θ) が得られているなら，

π(θ) から構成される予測分布が Kullback-Leibler (KL)

情報量を損失とするベイズリスクを最小にすることが知

られている [1]．

ベイズリスクは，事前分布のもとで損失の期待値を

とったものである．本稿では，ベイズリスクのように期

待値を基準にするのではなく，最悪評価をもとに最適な

分布を求める問題を考える．

KL 情報量を損失とした min-max 問題は情報理論に

おける通信路容量 [2]の定義と双対の関係にあることが

知られている [3]．このときの最適なパラメータの分布

はベイズ統計では reference 事前分布と呼ばれ，以前か

ら研究されている [4, 5]．本稿ではこのような研究の背

景を示し，新たな提案をおこなう．

2 Reference 事前分布と通信路容量
本節では reference 事前分布について説明する．Ref-

erence 事前分布の導出法は共役事前分布，Jefferyes の

事前分布ほどは広く知られていないが，通信路容量と関

係している．次節で提案する min-max の問題とも関係

がある．

X を確率変数とし，それがしたがう確率分布を p(x|θ)
とする．p(x|θ) はある族 P に属し θ ∈ Θ は未知であ

る．以下では簡単のため θ は 1次元のパラメータとし，

Θ = {θ|a ≤ θ ≤ b} とする．また，[3]にあるように P
に属する p(x|θ) は全ての x および θ に対して正であり，

有界だと仮定する.

P = {p = p(x|θ) | x ∈ X , θ ∈ Θ}.
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以下では θ の分布は π であらわし，Eπ(θ)[·] は π(θ) に

よって平均をとることを表す．π(θ) が連続分布のとき

には，

Eπ(θ)[f(θ)] =

∫

Θ

π(θ)f(θ)dθ,

また，離散分布のときには以下のようになる．

Eπ(θ)[f(θ)] =
∑

i

π(θi)f(θi).

KL 情報量 D(·‖·) と相互情報量 I(·; ·) の定義は次の通
りである．

D(pX|θ‖qX) =

∫

X

p(x|θ) log p(x|θ)
q(x)

dµX

I(X ; θ) = Eπ(θ)[D(pX|θ‖pX;π)].

µX は X の測度である．また，pX;π は次の周辺分布

p(x;π) を示す．

p(x;π) = Eπ(θ)[p(x; θ)]. (1)

まず，Haussler によって示された結果を説明する [3]．

次の 3つの問題を考える．

問題 1. [3]

inf
q∈A(X)

sup
θ∈Θ

D(pX|θ‖qX), (2)

sup
π(θ)

inf
q∈A(X)

Eπ(θ)

[

D(pX|θ‖qX)
]

, (3)

sup
π(θ)

Eπ(θ)

[

D(pX|θ‖pX;π)
]

= sup
π(θ)

I(X ; θ). (4)

ここで A(X) は X の任意の分布である．式 (2) は

KL 情報量を損失とするゲームとして定式化できる [6]．

[6] の定式化にしたがえば Nature が θ ∈ Θ を選び，

Statistician が X の任意の分布 A(X) から最適な q(x)

を選ぶ．Statistician にとっては最悪の損失を最小にす

るゲームである．

一方，式 (4) は，θ を入力，X を出力，p(x|θ) を通信
路とする通信路容量の定義である．この問題の最適な分

布は，通信路容量を達成する入力 θ の分布である．

このような双対な問題については Grünwald &

Dawid [6]に詳しく述べられている．ここでは KL 情報
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量の損失について知られている結果を示したが，Breg-

man 情報量を損失としても同様の結果を示すことがで

きる [6]．

Haussler は適当な仮定の下，3 つの問題が同じ最適

値を持つことを示した．また，式 (2)の最適値を与える

q(x) は q(x) = p(x;π) の形をしており，その π(θ) は式

(3)と式 (4)の最適値を与えることを示した．

式 (4) の最大値を与える π(θ) はベイズ統計では ref-

erence 事前分布として知られている．統計の問題はパラ

メータと変数の間の情報を扱うとも言えるため，その 2

つの間の相互情報量を最大にする事前分布は無情報事前

分布として適当なものと考えることができる [4, 5]．

ただし，通信路容量を達成する分布の多くが離散分布

となることからわかるように [2, 7, 8]，reference 事前分

布も最適な分布が離散分布となることが多いことが知ら

れている [9]．

3 予測のための min-max 問題
3.1 予測分布

Reference 事前分布は主に無情報事前分布として考え

られたが，ここでは N 個のサンプル xN
1 = {x1, · · · , xN}

が得られたときに，新たなデータ x ∼ p(x|θ) を予測す
ることを考える．

事前分布 π(θ) が与えられているとすると，パラメー

タの事後分布は以下のようになる．

π(θ|xN
1 ) =

p(xN
1 |θ)π(θ)

p(xN
1 ;π)

, p(xN
1 ;π) = Eπ(θ)

[

p(xN
1 |θ)

]

.

ベイズ統計の立場からは，新たな X の予測ためには次

の予測分布を用いるのが自然である．

p(x|xN
1 ;π) = Eπ(θ|xN

1
)[p(x|θ)],

予測分布は次のベイズリスクを最も小さくする．

問題 2 (ベイズリスク最小化 [1]).

min
q∈A(X)

Eπ(θ|xN

1
)

[

D(pX|θ‖qX)
]

,

Proof. p(x;π) の最適性は以下のように示せる [1]，

Eπ(θ|xN

1
)

[

D(pX|θ‖qX)
]

=Eπ(θ|xN

1
)

[

D(pX|θ‖pX|xN

1
;π)

]

+D(pX|xN

1
;π‖qX), (5)

pX|xN

1
;π は p(x|xN

1 ;π)である．KL情報量は非負であり，

q(x) = p(x|xN
1 ;π) のとき最適である．

予測のためには上の予測分布を用いるが自然である．

しかし，予測分布を求めるためには積分が必要である．

この積分は解析的に求まらないことも多い．

3.2 予測に関する min-max 問題

Reference 事前分布の問題は KL 情報量を損失とす

る min-max 問題と同値であった．ここでは次の損失の

min-max 問題を考える．

f(θ) D(pX|θ‖qX)

上式は KL 情報量に f(θ) でパラメータに関する重みを

つけたものである．この損失は適当な Bregman 情報量

DB(·||·) を用いてDB(pX|θ||qX) とは書けない．以下で

は特に f(θ) として p(xN
1 |θ) を選ぶ．この重みは θ の

関数としてみると，最尤推定値のまわりに集中した関数

で，最尤推定値から外れると 0に近づくと考えられる．

したがって，最尤推定値のまわりでの min-max 問題を

考えていることになり，予測のための損失として適当だ

ろう．

問題 3 (予測のための min-max 問題).

inf
q∈A(X)

sup
θ∈Θ

p(xN
1 |θ) D(pX|θ‖qX).

上記の問題は Grünwald & Dawid の論文の枠組で考

えれば，損失を KL 情報量から重みをつけた KL 情報

量に変えたことになっている．

Hausslerの結果と同様に次の 2つの問題を考えること

ができる．

問題 4.

sup
π(θ)

inf
q∈A(X)

Eπ(θ)[p(x
N
1 |θ) D(pX|θ‖qX)]. (6)

sup
π(θ)

Eπ(θ)

[

p(xN
1 |θ)D(pX|θ‖pX|xN

1
;π)

]

. (7)

ここで pX|xN

1
;π は p(x|xN

1 ;π) を表している．

式 (6)と式 (7)の最適値が同じであることは式 (5)か

ら次のように示せる．

Eπ(θ)[p(x
N
1 |θ) D(pX|θ‖qX)]

=p(xN
1 ;π) Eπ(θ|xN

1
)[D(pX|θ‖qX)]

=p(xN
1 ;π) Eπ(θ|xN

1
)

[

D(pX|θ‖pX|xN

1
;π)

]

+ p(xN
1 ;π) D(pX|xN

1
;π‖qX),

したがって式 (6)の inf は q(x) = p(x|xN
1 ;π) のときに

最小となり，式 (6)と式 (7)とは同じ最適値をもつ．ま

た，共に同じ π(θ) が 2つの問題の最適値を与える．

以下では問題 3 と 4 との最適値を比較する．結果と

して同じ最適値を持つことを示す．さらに問題 4 の最適

な pX|xN

1
;π が問題 3 の最適な q(x) となることも示す．
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3.3 双対性について

ここではパラメータ θ は 1次元とするので，π(θ) で

はなく，累積密度関数 F (θ) を考える．累積密度関数は

右連続な非減少関数である．全ての F (θ)の集合を F と
する．

F =
{

F : R → [0, 1] | F (θ) = 0, (∀θ < a),

F (θ) = 1, (∀θ ≥ b)
}

.
(8)

π(θ) によって周辺化した p(∗;π) については以下では
p(∗;F )と書く．また，積分は Riemann-Stieltjes 積分の

表記とするため Eπ(θ)[g(θ)] は
∫

g(θ)dF (θ) とかく．次

にベイズリスク R(F ) を以下のように定義する．

R(F ) =

∫

Θ

L(θ, F )dF (θ), (9)

ただし次の損失を考える．

L(θ, F ) = p(xN
1 |θ) D(pX|θ‖pX|xN

1
;F ).

問題 4は次のように書き直せる．

sup
F∈F

R(F ). (10)

以下では [2] の手順にしたがって議論する．まず，F が
コンパクトであることを示すが，文献にある通りなので

省略する．R(F ) が F の汎関数として F 上で連続で上
に凸であれば，式 (7) の最適化の問題は F 上の最適な
関数 F̂ が最適値を達成する．R(F ) の凸性については

別途調べる必要がある．以下では R(F ) が上の凸だとし

て進める．このとき上の問題は以下のように書き換えら

れる．

max
F∈F

R(F ). (11)

最大値を与える F̂ の満たす Karush Kuhn Tucker

(KKT)条件を導く．そのために，次の方向微分を考える．

R
′
F0
(F ) = lim

η↓0

R((1− η)F0 + ηF )− R(F0)

η
, F ∈ F .

ここで上の方向微分が全ての F, F0 ∈ F に対して存在す
ると仮定する．KKT 条件は以下の通りである．

Proposition 1. R(F ) が F 上の全ての F で上の凸で

あり，全ての F, F0 ∈ F に対して方向微分 R
′
F0
(F ) が

存在するとする．F̂ が F 上で R(F ) の最大値を与える

とすると，全ての F ∈ F に対して以下の方向微分が負，
または 0となる．

R
′
F̂
(F ) ≤ 0.

上の結果は，最大値を与える F̂ からどの方向に F を

動かしても R(F )が増えることがないということである．

また，R
′
F0
(F ) は一般に以下のように書ける．

R
′
F0
(F ) =

∫

Θ

L(θ, F0)dF (θ) − R(F0).

したがって Proposition 1 は最適な F̂ が以下の関係を

満たすことを示している．
∫

Θ

L(θ, F̂ )dF (θ) ≤ R(F̂ ), ∀F ∈ F . (12)

ベイズリスクが損失の平均であることから，次の結果が

導ける．

Corollary 1. E0 を Θ における F̂ (θ) の増加点の集合

とする．最適な F̂ は次の関係を満たす．

L(θ; F̂ ) ≤ R(F̂ ), ∀θ ∈ Θ

L(θ; F̂ ) = R(F̂ ), ∀θ ∈ E0.
(13)

Proof. もし θ ∈ E0 のある点において L(θ; F̂ ) > R(F̂ )

であるならば式 (12) の左辺は全ての確率をその点に集

中した F を選べば不等式を満たさない．したがって最

適な F̂ は式 (13) を満たさなければならない．

問題 3 と 4 との弱双対性は [3]と同様に証明できる．

双対ギャップが 0 となることを以下で簡単に示す．

Corollary 2. 問題 3 の最適値を与える q(X) はある F̂

を用いて p(x|xN
1 ; F̂ )と表される．また，その F̂ は問題

4の最適値を与え，2つの最適値は一致する．

R(F̂ ) = inf
q∈A(X)

sup
θ∈Θ

p(xN
1 |θ)D(pX|θ‖qX),

= L(θ̂, F̂ ), θ̂ ∈ E0.

Proof. まず Corollary 1 と式 (13) から次の関係が示

せる．

max
θ∈Θ

L(θ; F̂ ) = L(θ̂, F̂ ), θ̂ ∈ E0. (14)

また，F 6= F̂ でない分布に対しては次の関係がなりたつ．

max
θ∈Θ

L(θ;F ) > R(F ), (15)

F 6= F̂ に対してmaxθ∈Θ L(θ;F )− R(F̂ ) を考えると以

下のようになる．

max
θ∈Θ

L(θ;F )− R(F̂ ) = max
θ∈Θ

L(θ;F )−
∫

Θ

L(θ; F̂ )dF̂ (θ)

≥
∫

Θ

[

L(θ;F )− L(θ; F̂ )
]

dF̂ (θ) (16)

=

∫

Θ

p(xN
1 |θ)

[

D(pX|θ‖pX|xN

1
;F )

−D(pX|θ‖pX|xN

1
;F̂ )

]

dF̂ (θ)

= p(xN
1 ; F̂ )D(pX|xN

1
;F̂ ‖pX|xN

1
;F ) ≥ 0.

(17)
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式 (16) は maxθ∈Θ L(θ;F ) ≥ L(θ̂;F ) (θ̂ ∈ E0) から導

かれる．式 (17) は KL 情報量の非負性から成り立つ．

F = F̂ のとき，等号が成り立ち，2つの問題の最適値が

等しいことがわかる．弱双対性が成り立つことから 2つ

の最適化問題は等しい最適値を持ち，問題 4の最適値を

与える F̂ によって構成される p(x|xN
1 ; F̂ ) は問題 3の最

適値を与える

4 数値実験
本節では正規分布を例にとり，前に提案した min-max

問題で得られる分布の性質を考える．

正規分布の例

平均が未知で分散が 1の正規分布を考える．ただし，

正規分布の平均は絶対値はある正の実数 a以下だとする．

P =
{

p(x|θ) = 1√
2π

exp
[

− (x− θ)2

2

]
∣

∣

∣
|θ| ≤ a, x ∈ ℜ

}

.

(18)

この正規分布から N 点の独立なサンプル xN
1 が得られ

たとする．次の問題を考える．

sup
F

∫

|θ|≤a

p(xN
1 |θ)D(pX|θ‖pX|xN

1
;F ) dF (θ). (19)

このベイズリスクは F に関して上の凸である．したがっ

てこの問題の最適値は 次の問題の最適値と同じであり，

最適値を与える F を F̂ とすると，次式の最適値を与え

る q(x) は q(x) = p(x|xN
1 ; F̂ ) と書ける．

inf
q∈A(X)

sup
|θ|≤a

p(xN
1 |θ) D(pX|θ‖qX), .

まず，次のことを証明する．

Lemma 1. 式 (19)に示された問題の最適値を与える F̂

は離散分布となる．

Proof. 証明の手順は [2]と同じである．

式 (13)より L(θ; F̂ ) は F̂ の増加点において定数と

なる．

L(θ, F̂ ) = p(xN
1 |θ)D(pX|θ‖pX|xN

1
;F̂ ) = R(F̂ ), θ ∈ Θ.

実数のパラメータ θ を複素数 z に拡張する．L(θ; F̂ ) は

複素関数 L(z, F̂ ) となり，この関数は実数軸を含む領域

で解析的となる．

次に E0 の点の数が無限にあると仮定する．Θ は閉

区間であることから E0 収束点がある．一致の定理から

L(θ; F̂ )はL(z, F̂)は実数軸を含む領域で定数となる．し

たがって，全ての実数 θ ∈ ℜ において次式を満たさな
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図 1: 問題 3の最適化問題で得られる分布 F̂ (棒グラフ)

とそれによって構成される p(x|xN
1 ; F̂ )(黒の実線)，ひか

く のために N (0, 1) を示してある (赤の実線)．分散は

1とした．観測データの平均は 0 にそろえてある．サン

プルの数は (a)∼(d) のそれぞれで 1, 2, 10, 100 とした．

また，|θ| ≤ 10 である．

ければならない．

−
∫

X

p(x|θ) logp(x|xN
1 ; F̂ )dµX =

R(F̂ )

p(xN
1 |θ) +H(X |θ)

=
R(F̂ )

p(xN
1 |θ) +

1

2
log 2πe,

= C1(F̂ ) exp
[N

2
(θ − x̄)2

]

+ C2.

ただし x̄ =
∑

i x̂i/N であり C1(F̂ ) は F̂ の関数，C2 は

定数である．C1 と C2 は θ を含まない．

この等式を満たす F̂ が存在するかを考える．

p(x|xN
1 ; F̂ ) は F̂ と尤度を用いた p(x|θ) の周辺分布で

ある．したがってどのような F を用いても左辺のよう

に exp[θ2/2] の項を構成できず，この等号は成り立たな

い．F̂ の増加点は有限個の孤立点からなり，p(x|xN
1 ; F̂ )

は有限個の正規分布の混合分布となる．

この結果から最適化問題を解いて得られる事前分布 F̂

は有限個の点からなる離散分布となる．しかし，それぞ

れの点の位置と確率は解析的には求まらないため，数値
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的に求めることになる．それぞれの点の位置と確率を以

下のように定義する．

θ1, · · · , θM , − a ≤ θ1 < · · · , < θM ≤ a,

π1, · · · , πM ,
M
∑

j=1

πj = 1, πj > 0,

点の数はM とする．M も未知であるためM を 2 に初

期値とする．M を固定し，L(θ;F ) を最大にするように

{θi}，{πi} を最急降下法によって最適化する．求まった
F が最適かどうかは式 (13) の KKT 条件が成り立つか

どうかによって確認する．最適でないときにはM を増

やし，再度最適化を行なう．KKT 条件が満たされれば

それが最適な F̂ となる．

最適な事前分布とそれから構成される予測分布を図 1

に示す．図では得られたサンプルの数 N を 1から 100

まで変化させている．R(F ) を求める際に，混合正規分

布を数値的に評価する必要があるが，ここでは 30点の

Gauss-Hermite 積分を行なった．図では最適な事前分布

を棒状に表現し，それによって構成される min-max 予

測分布を実線で示している．予測分布は常に 2点からな

る分布で，それぞれ 1/2 という等しい確率をもってい

る．2点間の距離はサンプルの数が増えるにしたがい狭

まる．これはサンプルによる予測という意味では適切で

ある．

サンプルは確率的にふるまう．したがってサンプルに

よって得られる p(x|xN
1 ; F̂ ) も確率的に変化する．図 2

ではデータを生成した正規分布から p(x|xN
1 ; F̂ ) までの

KL 情報量

D(pX|θ‖pX|xN

1
;F̂ ), (20)

がどのように分布するかを示してある．点線で示したの

がその結果である．赤い実戦で示したのは真の分布から

最尤推定値 θ̂(xN
1 ) = xN

1 =
∑

i xi/N をプラグインした

分布への KL 情報量

D(pX|θ‖pX|θ̂(xN

1
)). (21)

の分布である．

提案する方法で求めた分布は 2つの正規分布の混合で

ある．この分布を用いた場合と最尤推定をプラグインし

たものを比べると，提案するものは KL 情報量が大きく

なる確率が小さくなっていることがわかる．また，サン

プルの数が増えるにしたがって，2つの曲線の差は小さ

くなっている．

以上の結果から，提案する手法によって予測のための

分布を構成すると，この場合には 2つの正規分布の混合

となり簡単に構成できること，そしてそれらが予測の意

味では望ましい性質をもっていることがわかった．
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(a) Sample size is 1.
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(b) Sample size is 2.
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(c) Sample size is 10.
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(d) Sample size is 100.

図 2: サンプルの出方による D(pX|θ‖pX|xN

1
;F̂ ) (黒の点

線)とD(pX|θ‖pX|θ̂(xN

1
)) (赤の実線)の分布．サンプルの

数は (a)∼(d)のそれぞれで 1, 2, 10, 100 である．

5 まとめ
本稿では，まず KL 情報量を損失とするベイズリスク

の最適化問題として定式化される reference事前分布 [5]

の問題を示し，それと双対な関係にある min-max 問題

を紹介した．この双対性は Haussler [3]によって示され

ており， Grünwald & Dawid [6] が示した枠組に含まれ

てる．

本稿では損失を尤度で重みつけをした KL 情報量に変

え，予測のための min-max 問題を考えた．この損失も

KL 情報量と同様に双対となる問題があり，それぞれの

最適値は一致することを示した．本稿の結果は重みをつ

けた KL 情報量も Grünwald & Dawid [6] の枠組に含ま

れることを示したことになる．

Reference 事前分布を求める問題は Shannon の定義
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した通信路容量 [10] の問題で最適な入力分布を求める

問題と一致する．多くの通信路容量の問題で容量を達成

する入力の分布が有限個の点からなる離散分布となるこ

とは広くしられており [2, 11]，ここで提案した予測の

ための min-max の問題でも最適な分布は有限個の点か

らなる離散分布が最適な事前分布となることが予想され

る．有限個の点からなる離散分布によって予測分布を構

成した場合，その分布は有限個の要素からなる混合分布

となる．

例として平均値の値が分らない正規分布を例に数値実

験を行なった．サンプルの確率的振舞いによって KL情

報量により損失がどのように分布するかを調べてみると，

最尤推定値をプラグインする場合に比べ大きい損失をと

る確率が小さくなることが分った．これは予測の観点か

らは良い振舞いである．今後は広いクラスの問題で提案

する方法の有効性を検証していきたい．
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