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あらまし ターボ符号と Gallager 符号は，高い誤り訂正能力を持ち，かつ効率の良い復号法を持つ誤り訂正符
号として知られている．その復号法の特性については，様々な数値実験を通じて細かく調べられ，有効性が示さ
れているが，理論的には未知な部分が多い．我々は，情報幾何を用いてこれらの復号法を表現し，その数理的構
造についての新たな解釈を与える．また，情報幾何を用いた表現に基づき，数理的解析の枠組を与える．本稿
では特に両復号法の解の安定性，アルゴリズムの停留点に関するコスト関数と復号解の性質，また真の MPM
(maximization of the posterior marginals) 解からの両復号法の復号誤差を明らかにする．本稿の与える数理的
枠組は両復号法の解析のみでなく，人工知能で用いられるベイジアンネットの BP (Belief Propagation) アルゴ
リズムや統計物理のベーテ近似法に対しても有効である．
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Abstract The turbo code and the Gallager code are known to be practical and powerful methods for error
correction. The properties of these codes have been investigated intensively mainly through experiments.
Although those results strongly support the high ability of the codes, there is no satisfactory theoretical
results. In this article, we elucidate the idea of these codes through information geometrical viewpoint. We
give the mathematical framework for analyzing these codes, and from our study, we obtained the stability
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1 はじめに

ターボ符号 [3]と Gallager 符号 [5]は，復号に繰り返しア
ルゴリズムを用いる誤り訂正符号である．これらの符号が

シャノン限界に近い信頼性を与え，かつ現実的な手法であ

ることは，様々な数値実験を通じて明らかになっている．

一方，理論的な結果については，いくつかの結果が報告さ

れているものの [4, 7]十分ではなく，アルゴリズムの持つ
基本的な性質に関しても未知な部分は多い．一方，両復号

法はベイジアンネットにおける BPアルゴリズムや，統計
物理のベーテ近似と一致することが知られている．これら

の手法についても，その理論的な背景は未知な部分が多い．

本稿では，情報幾何 [1, 2]を用いて，これらの手法の解
析のための数理的枠組を与え，その枠組のもとでこれらの

復号法の特性を示す．本稿では特にアルゴリズムの収束性，

解の安定性，真の解からのずれを示す．

2 MPM 復号と繰り返し復号法

2.1 MPM 復号

ターボ復号と Gallager 復号の問題は次の q(x) に基づく
MPM復号として一般化できる．x = (x1, · · · , xN)T , xi ∈
{±1} として

q(x) = C exp(c0(x) + c1(x) + · · ·+ cK(x)). (1)

c0(x) は {xi} についての線型な項，ck(x) は {xi} の高次
の相関，C は規格化定数である．それぞれの具体的な定

義については次節以降で述べる．MPM 復号はこの分布に
よって x の平均をとることと等しい．

η
def=

∑
x xq(x), η = (η1, · · · , ηN)T . (2)

本来は各 ηi の正負が MPM 復号の結果となるが，本稿で
は (2)式の軟判定をMPM復号と呼ぶことにする．ηi は

q(x) の周辺分布 q(xi) によって定まるので，MPM 復号

は q(x) の周辺化を行なうことと同値である．Π を周辺化
のオペレータとするΠ◦q(x)def=

∏N
i=1 q(xi)．ターボ符号と

Gallager符号では，この周辺化が計算量的に実現できない
場合を扱う．ただし，次の pr(x; ζr) r = 1, · · · , K は全て
の ζr ∈ RN について周辺化が可能であるとする．

pr(x; ζr) = exp (c0(x) + cr(x) + ζr · x − ϕr(ζr)) ,

ϕr(x) = log
∑

x exp (c0(x) + cr(x) + ζr · x)

ζr ∈ RN , r = 1, · · · , K.

(3)

それぞれの pr(x; ζr) は (1)式の {ck(x)} のうち一つだけ
を含んでおり，ζr によって x の線型の項を調整できる．

これらの復号法では {ζr} を調節し，Π◦q(x) を近似する．

2.2 ターボ符号の定式化

情報ブロック x = (x1, · · · , xN)T , xi ∈ {±1} を二元対称
通信路 (BSC: binary symmetric channel) を介して送る

ことを考える．ターボ符号は畳み込み符号として実装され

るが，これは符号長を大きくするためで本質ではない．本

稿ではブロック符号として扱う [6, 7]．ターボ符号は一つ
の符号語に対して 2 つのエンコーダを用いて 2 つのパリ
ティ検査語を作成する．それぞれを y1 = (y11, · · · , y1L)T ,
y2 = (y21, · · · , y2L)T , y1j , y2j∈{±1} とする．y1, y2 は x

の関数である．(x,y1, y2) を通信路によって送信すると，
これらは (x̃, ỹ1, ỹ2), x̃i, ỹ1j , ỹ2j∈{±1} として受信される．
この受信語に基づき，x を推定する．
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図 1: ターボ符号

ターボ符号の真の目的は (x̃, ỹ1, ỹ2) の条件付きでの x

の分布 p(x|x̃, ỹ1, ỹ2) に基づくMPM 復号である．まずこ
の分布について考える．BSC の仮定から

p(x̃, ỹ1, ỹ2|x) = p(x̃|x)p(ỹ1|x)p(ỹ2|x)

p(x̃|x) = exp (βx̃·x −Nψ(β)) , ψ(β) = log(e−β + eβ)

p(ỹr|x) = exp (βỹ·yr − Lψ(β)) , r = 1, 2,

と書ける．β は正の実数であり，通信路のビット誤り率 σは

σ = (1− tanhβ)/2 と表される．x の事前分布として一様

分布 p(x) = 1/2N を考え c0(x) = βx̃·x, c1(x) = βỹ1·y1,
c2(x) = βỹ2·y2 と置くと p(x|x̃,ỹ1,ỹ2) は次のようになる

p(x|x̃, ỹ1, ỹ2) =
p(x̃, ỹ1, ỹ2|x)∑
x p(x̃, ỹ1, ỹ2|x)

= C exp (c0(x) + c1(x) + c2(x)) . (4)

これは (1)式において K = 2 とした場合に等しい．ター
ボ符号は 2 つの復号器を用いるが，それぞれは (3) 式の
pr(x; ζr), r = 1, 2 に基づき MPM 復号を行なうもの
である．これは次式の ω(x; ζ) を x の事前分布として

p(x̃, ỹr|x) から x の事後確率を計算したものである．

ω(x; ζ) = exp(ζ · x − ψ(ζ)), ζ ∈ RN . (5)

ターボ復号は，pr(x; ζr) の {ζr} を交互に変化させ，(4)
式の周辺化を実現しようというものである．

2.3 Gallager 符号の定式化
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図 2: Gallager 符号



Gallager符号は 2つのスパースな行列 C1 ∈ {0, 1}K×M ,
C2 ∈ {0, 1}K×K を用いて生成行列 G と検査行列 H を次

のように定義する．ただし，IM は M 次の単位行列，C2

は GF (2)上で逆行列を持つとし，N = M +K である．

GT =

[
IM

C−1
2 C1

]
, H = [C1|C2], HGT = O mod 2.

情報ビット s ∈ {0, 1}M から生成行列 GT によって符号

語 t を t = GTs mod 2 として計算する．BSC によっ
て受信語は t̃ となり検査行列 H によってシンドローム

を y = H t̃ mod 2 として計算する．通常はこのシンド
ロームを直接用いるのだが，ここではさらに σ′ をビット
誤り率とする BSC によって ỹ が観測される場合を考え

る．σ′ = (1 − tanh ρ)/2 と ρ を定義する．ρ → ∞，すな
わち σ′→0 の極限では ỹ = y となる．x を次のように定

義する．

x = t + t̃ mod 2,

HGT = O であるので，y = Hx mod 2 が成り立つ．
これ以降 x, y などは {0, 1} ではなく {±1} 表現とす

る． {±1} 表現では，シンドロームの各ビット yi は {xi}
の高次の相関として表現できる．

yi =
∏

j∈Li
xj.

Liは H の i 行において Hij = 1 である列の集合である．

Li
def= {j|Hij = 1}.

BSC の仮定から p(ỹ|x) は次のようにかける．

p(ỹ|x) = exp (ρỹi · yi −Kψ(ρ))

= exp (c1(x) + · · ·+ cK(x) −Kψ(ρ))

ci
def= ρỹiyi(x).

x の事前分布 p(x) は各ビット独立であるとする．

p(x) = exp (β1 · x−Nψ(β)) = exp (c0(x) −Nψ(β))

c0
def= β

∑N
i=1 xi, 1 = (1, · · · , 1)T .

これらを用いれば，p(x|ỹ) = C exp(c0(x) + c1(x) + · · ·+
cK(x)) であり (1)式の q(x) と等しい．以下の議論では ρ

が有限の場合を扱うが，十分大きければ Gallager 復号の
結果と現実的に差が無いと考えられる．

Gallager 復号は Horizontal-step と Vertical-step を用
いるが，そのHorizontal-step では (3)式の pr(x; ζr), r =
1, · · · , K の MPM 復号を行なっている．これは (5)式の
ω(x; ζ) を prior として p(ỹi|x) から x の事後確率を計算

することと等しい．Gallager 復号も pr(x; ζr) の {ζr} を
変化させ，(1)式の周辺化を表現しようというものである．

3 ターボ復号と Gallager復号の情報幾何

3.1 情報幾何と MPM 復号

本節では情報幾何による MPM復号の表現について述べ
る．{x} の確率分布の族 S を考える．これは 2N 個の要

素に対する多項分布の多様体である．

S =

{
p(x)

∣∣∣p(x) ≥ 0,x ∈ {−1,+1}N ,
∑
x

p(x) = 1

}
.

S に含まれる e–平坦，m–平坦な部分多様体を定義する．

e–平坦: 多様体 M∈S は，全ての q(x), p(x)∈M に対し，

次の r(x; t) が M に含まれるとき，e–平坦である．

lnr(x; t) = (1 − t)lnq(x) + t lnp(x) + c, t∈R.

c は規格化定数である．

m–平坦: 多様体 M∈S は，全ての q(x), p(x)∈M に対し，

次の r(x; t) が M に含まれるとき，m–平坦である．

r(x; t) = (1 − t)q(x) + tp(x), t∈[0, 1].

次に m–射影について定義する．

定義 1. M を S 部分多様体とする． q(x)∈S からM へ

の m–射影は，M 上の点で，q(x) から M へのKullback-
Leibler (K–L) 情報量を最小にする分布である．

ΠM◦q(x) = argmin
p(x)∈M

D[q(x); p(x)],

D [q(x); p(x)] =
∑

xq(x) ln
q(x)
p(x)

.

定理 1. M が S の e–平坦な部分多様体のとき，m–射影
は 1点に定まる．

ターボ復号と Gallager 復号の理解のため，S の中に各
成分が独立である分布の多様体を考える．これを MD と

する．これは指数分布族であり，e–平坦な多様体である．

MD =
{
p(x; θ) = exp (θ·x − ψ(θ))

∣∣∣θ∈RN
}
,

ψ(θ) =
∑

i ψ(θi) =
∑

i log(e−θi + eθi).

パラメータ θ は多様体 MD の座標系を与え，自然パラ

メータと呼ぶ．一方，期待値パラメータと呼ばれる別の座

標系，η を定義する．θ と η には 1対 1の関係が成り立つ．

η =
∑

x xp(x;θ), η = ∂θψ(θ). (6)

定理 2. 確率分布 q(x)の周辺化Π◦q(x)は q(x) からMD

への m–射影である．

証明. q(x) から MD への m–射影を考える．定理 1 より
D[q(x); p(x; θ)] を θ で微分する．(6) の結果を用い,

∂θD[q(x); p(x; θ)]=η−
∑

x

xq(x)=η−
∑
x

x(Π◦q(x)),



となる．よって，m–射影を与える η 座標を η∗ とする
と， η∗ =

∑
x x(Π◦q(x)) である． 一方定義より η∗ =∑

x xp(x;θ∗) であるので，Π◦q(x) = p(x; θ∗) が言える．
したがって周辺化とm–射影は同値である．

新たな分布 p0(x; θ) を考える．

p0(x; θ) = exp (c0(x)+θ · x− ϕ0(θ)) ,

ϕ0(θ) = log
∑

x exp(c0(x)+θ · x), θ∈RN .
(7)

p0(x; θ) と pr(x; ζr) の多様体は両復号法を考える上で重
要である．

M0 =
{
p0(x; θ)

∣∣∣θ∈RN
}

Mr =
{
pr(x; ζr)

∣∣∣ζr∈RN
}
. r = 1, · · · , K.

ターボ復号では K = 2 である．各多様体は e–平坦であり
c0(x) は xに対して線型であるのでM0 は MD と等しい．

また，復号のため周辺化をする分布を q(x)とする．ター
ボ符号の場合には q(x) = p(x|x̃, ỹ1, ỹ2)であり，Gallager
符号の場合は q(x) = p(x|ỹ)である．最後に，任意の p(x)
から M0 への m–射影によって求まる座標 θ をオペレー

タ πM0 を用いて πM0◦p(x) と書くことにする．

πM0◦p(x) def= argmin
θ∈RN

D[p(x); p0(x; θ)].

3.2 ターボ復号と Gallager復号の情報幾何的表現

本節では，両復号法の情報幾何的な表現を与える．πM0 を

用いると，ターボ復号は次のように書ける．

ターボ復号の情報幾何的表現

1. t = 0 に対し ζt
2 = 0 とおき， t = 1 とする．

2. p2(x; ζt
2) から M0 への射影 πM0◦p2(x; ζt

2) を求め，
ζt+1
1 を次のように計算する．

ζt+1
1 = πM0◦p2(x; ζt

2) − ζt
2.

3. p1(x; ζt+1
1 ) から M0 への射影 πM0◦p1(x; ζt+1

1 ) を求
め，ζt+1

2 を次のように計算する．

ζt+1
2 = πM0◦p1(x; ζt+1

1 ) − ζt+1
1 .

4. πM0◦p1(x; ζt+1
1 ) と πM0◦p2(x; ζt+1

2 ) が収束しなけれ
ば step 2 へ戻る．収束した場合には θ∗ = ζ∗

1 + ζ∗
2 と

して，p0(x; θ∗) が p1(x; ζ∗
1 )，p2(x; ζ∗

2 ) から M0 へ

の射影となる．

一方 Gallager 復号は Horizontal step と Vertical step か
ら成るが，情報幾何的に書くと以下のようになる．

Gallager 復号の情報幾何的表現

Initialization t = 0に対し ζt
r = 0, r = 1, · · · , K, θt = 0

とおき t = 1 とする．

Horizontal step 全ての r に対し pr(x; ζt
r) から M0 へ

の射影 πM0◦pr(x; ζt
r) を求め，ξt

r を次のように計算

する．

ξt
r = πM0◦pr(x; ζt

r) − ζt
r.

Vertical step θt+1 と ζt+1
r を次のように計算する．

θt+1 = ξt
1 + · · ·+ ξt

K , ζt+1
r = θt+1 − ξt

r .

θ が収束するまで繰り返す．

ターボ復号の場合には θ = ζ1 + ζ2 であるので，{ξr} は
ζ1 = ξ2, ζ2 = ξ1 と定義できる．その上で比べると，ター

ボ復号のステップ 2, 3 は Gallager 復号のHorizontal step
によく対応していることが分る．ターボ復号では 2 つの
m–射影を交互に行なうが，Gallager 復号では全ての r に

対し，並列に m–射影を行なっている．

4 情報幾何に基づく復号法の解析

4.1 停留点の持つ性質

復号の収束点を ζ∗
1 , · · · , ζ∗

K, θ∗ そして ξ∗
r = θ∗ − ζ∗

r , r =
1, · · · , Kとする．収束条件より次の 2つの条件が成り立つ．

1) πM0◦pr(x; ζ∗
r ) = θ∗, r = 1, · · · , K

2) θ∗ = ξ∗
1 + · · ·+ ξ∗

K =
1

K − 1
(ζ∗

1 + · · ·+ ζ∗
K),

したがって，これらの復号法では，真のMPM 復号の結果
を θ∗ = ξ∗

1 + · · ·+ ξ∗
K として近似していることになる．

p0(x; θ∗) = exp (c0(x) + ξ∗
1 ·x + · · ·+ ξ∗

K ·x − ϕ0(θ∗)) .

直観的には pr(x; ζr) は上式の ξr を cr(x) で置き換えた
ものであり，それを M0 へ m–射影することで ξr を推定

する．これはターボ符号と Gallager 符号で共通する構造
である．しかしながら，{cr(x)} の影響は一般にはM0 上

で線型に分離できない．

ここで m–平坦な多様体 M(θ) を次のように定義する．

M(θ) =

{
p(x)

∣∣∣ ∑
x

xp(x) =
∑

x

xp0(x; θ)

}
.

これは S の中で，x の期待値が等しくなる分布の集合で

ある．収束した点では，p0(x; θ∗), pr(x; ζ∗
r ), r = 1, · · · , K

は M(θ∗) に含まれることが分る．
一方，収束点で，p0(x; θ∗), pr(x; ζ∗

r ), r = 1, · · · , K を
含む e–平坦な多様体 E(θ∗) を定義する．

E(θ∗)=

{
p(x)=Cp0(x; θ∗)t0

K∏
r=1

pr(x; ζ∗
r )tr

∣∣∣ K∑
r=0

tr=1

}
.
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図 3: ターボ符号の停留点の性質 (定理 3)

定理 3. 停留点では，p0(x; θ∗), pr(x; ζ∗
r ), r = 1, · · · , K

が M(θ∗) に含まれ，p0(x; θ∗), pr(x; ζ∗
r ), r = 1, · · · , K

とさらに q(x) が E(θ∗) に含まれる (図 3)．

証明. p0(x; θ∗), pr(x; ζ∗
r ) が M(θ∗), E(θ∗) に含まれる

ことはその定義より確かめられる．q(x) が E(θ∗) に含
まれることは t0 = 1 − K, t1 = · · · = tK = 1 と置き，
θ∗ = (ζ∗

1 + · · ·+ ζ∗
K)/(K − 1) を用い

C
p1(x; ζ∗)· · · · ·pK(x; ζ∗)

p0(x; θ∗)K−1

= C exp(c0(x) + c1(x) + · · ·+ cK(x)) = q(x),

となることから確かめられる．

真の MPM復号では，q(x) がM(θ∗)に含まれるが，両
復号法では E(θ∗) のみに含まれる．後者で前者を代用す
る点が両手法の特徴である．e–平坦性と m–平坦性とは一
般に一致しないため，多様体E(θ∗) と多様体 M(θ∗)には
ずれが生じる．このずれが復号誤差となる．

4.2 停留点の安定性

停留点の安定性の条件はターボ復号と Gallager符号で多
少異なる．まず，それぞれのモデルの期待値パラメータを

定義する．(7)式の ϕ0(θ) と (3)式の ϕr(ζr) とを用いて，

η0(θ) def=
∑

xxp0(x; θ) = ∂θϕ0(θ)

ηr(ζr)
def=

∑
xxpr(x; ζr) = ∂ζrϕr(ζr), r = 1, · · · , K,

と定義する．停留点では，η0(θ∗) = ηr(ζ∗
r ) が全ての r に

ついて成り立っている．また p0(x; θ), pr(x; ζr) の Fisher
情報量行列をそれぞれ G0(θ), Gr(ζr)とすると，これらは
次のように定義される．

G0(θ) = ∂θθ′ϕ0(θ), Gr(ζr) = ∂ζrζ′
r
ϕr(ζr), r = 1, · · · , K.

G0(θ) は対角行列である．停留点のまわりで線形安定性解
析を行う．安定条件は次の定理に示されるように，両復号

法ともある行列 T の固有値の条件として求まる．

定理 4. T の固有値を λi とする．|λi| < 1 が全ての i に

ついて成り立てば，停留点は安定である．但し T は，ター
ボ符号の場合は，

T =
(
G0(θ∗)−1G1(ζ∗

1 ) − IN
) (
G0(θ∗)−1G2(ζ∗

2 ) − IN
)
,

であり，Gallager 符号の場合は次の通りである

T =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

O G−1
0 G2−IN · · · G−1

0 GK−IN

G−1
0 G1−IN O

...
...

. . .
...

G−1
0 G1−IN · · · · · · O

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

4.3 コスト関数と停留点の性質

θ =
∑K

r=1 ζr/(K − 1) と置き，次の関数を考える．

F({ζr}) = (K − 1)ϕ0(θ) −
K∑

r=1

ϕr(ζr). (8)

定理 5. 停留点 ζ∗
r , r = 1, · · · , K は F の臨界点である．

証明. 直接微分すると，

∂ζrF = ∂θϕ0(θ) − ∂ζrϕr(ζr) = η0(θ) − ηr(ζr).

停留点では，η0(θ∗) = ηr(ζ∗
r ) であることから，上の微分

は 0となる．

停留点の性質を調べるために Hessian を求める．

H =

⎛
⎜⎜⎝
∂ζ1ζ1F · · · ∂ζ1ζKF

...
. . .

...
∂ζKζ1F · · · ∂ζKζKF

⎞
⎟⎟⎠ (9)

=
1

K − 1

⎛
⎜⎜⎝
G0 · · · G0

...
. . .

...
G0 · · · G0

⎞
⎟⎟⎠ −

⎛
⎜⎜⎝
G1 O

. . .

O GK

⎞
⎟⎟⎠ .

(10)

仮りに G0 と Gr が停留点では近いという仮定が成りたつ

ならば，停留点は一般に鞍点となる．

4.4 真のMPM解からのずれ

定理 3 より，MPM 復号とターボ復号，Gallager 復号の
差は M(θ∗) と E(θ∗) の差であることがわかった．こ
の結果を用い，真の MPM解とターボ復号解との差を摂
動法によって計算する．新たに v = (v1, · · · , vK)T と

c(x)def=(c1(x), · · · , cK(x))T を用い p(x; θ, v) を次のよう
に定義する．

p(x; θ, v) = exp (c0(x) + θ · x + v·c(x) − ϕ(θ, v))

ϕ(θ, v) = log
∑

x exp (c0(x) + θ · x + v · c(x)) ,



この分布は p0(x; θ) (v = 0), q(x) (θ = 0,v = 1),
pr(x; ζr) (θ = ζr ,v = er) をそれぞれ含んでいる．た
だし er = (0, . . . , 0, 1

∧
r

, 0, . . . , 0)T ,
∑

r er = 1 である．期

待値パラメータ η(θ, v) を定義する．

η(θ, v) = ∂θϕ(θ, v) =
∑

x p(x; θ, v)x.

ここで，すべての分布の期待値パラメータが等しくなるよ

うな部分多様体M(θ0) を定義する．すなわち η(θ, v) =
η(θ0, 0) def= η(θ0) が成り立つような分布の集合である．
Taylor 展開すると，

ηi(θ,v) = ηi(θ0) +
∑

j

∂jηi(θ0)∆θj +
∑

r

∂rηi(θ0)vr

+
1
2

∑
r,s

∂r∂sηi(θ0)vrvs +
∑
j,r

∂r∂jηi(θ0)vr∆θj

+
1
2

∑
k,l

∂k∂lηi(θ0)∆θk∆θl +O(‖v‖3) +O(‖∆θ‖3),

となる．{i, j, k, l}は θの, {r, s}は vの添え字，∆θ
def=θ−

θ0 である．p(x; θ0, 0) の Fisher 情報行列 G0 の成分を

{gii} とし (G0 は対角行列であるので，gii のみを考え

る)，G−1
0 の対角成分を gii とする．gii = 1/gii である．

ηi(θ, v) = ηi(θ0) であることを用い，∆θi を vr の 2次ま
での項により表現し，3次以上の項を無視すると，

∆θi � −gii
∑

r

Ai
rvr −

gii

2
× (11)

∑
r,s

(
∂r−

∑
k

gkkAk
r∂k

)(
∂s−

∑
j

gjjAj
s∂j

)
ηi(θ0)vrvs,

とかける．ただし

Ai
r

def= ∂rηi(θ0).

である．次の分布を考える．

p(x; θ0, 0) = exp (c0(x) + θ0 · x − ϕ(θ0 , 0))

p(x; ζr , δer)= exp (c0(x)+ζr·x+δcr(x)−ϕ(ζr , δer))

p(x; θ, δ1) = exp
(
c0(x) + θ·x + δ1·c(x) − ϕ(θ, δ1)

)
,

これらのうち p(x; θ0, 0), p(x; ζr, δer), r = 1, · · · , K が
M(θ0) に含まれるとし，θ0 = θ∗, δ = 1 とすると，各
p(x; ζr, δer) から求まる∆θr は −ξ∗

r の近似となる．

p(x; θ̄, δ1) が M(θ∗) に含まれると仮定し δ を 1 と
すると ∆θ̄ は一般に 0 とはならない．これは q(x) が
M(θ∗) に含まれないことを示している．θ̄ = ∆θ̄ + θ∗ =
∆θ̄ +

∑
r ξ∗

r � ∆θ̄ −
∑

r ∆θr を計算し，η(0, 1) と η(θ0)
との差を M0 上で評価すると次の定理が得られる．

定理 6. ターボ復号解の x の期待値を η(θ∗)，MPM 復

号解での期待値を ηMPM とおく．これらの間には次の近

似が成り立つ．

ηMPM − η(θ∗) �
1
2

∑
r �=s

(
∂r−

∑
k

gkkAk
r∂k

)(
∂s−

∑
j

gjjAj
s∂j

)
η(θ∗).

上式で与えられる復号誤差は，多様体 E(θ∗) の埋め込
み e–曲率と関係している．

5 まとめ

我々は情報幾何に基づき，ターボ符号と Gallager 符号の
数理的構造を明らかにし，両復号法の解析のための枠組を

与えた．この枠組の中で，解の安定性，解の持つ性質，コ

スト関数，復号誤差について示した．特に定理 6 に示した
復号誤差は，実験的に示されていた両符号の有効性に対す

る初めての理論的な回答である．この誤差は E(θ∗) の曲
率に深く関連しているが，曲率は符号器の設計によって操

作できる．したがって，この式に基づき符号器を設計すれ

ば，より良い誤り訂正能力を持つ符号を設計できるだろう．

また，この問題は，より一般的に (1)式の分布を周辺化
する問題として捉えることができる．同様の構造は他にも，

ループのあるベイジアンネットの BPアルゴリズム，統計
物理のベーテ近似にも存在する．アルゴリズムの詳細につ

いては多少の差があるが，コスト関数の定義に基づく同様

の解析は有効であり，定理 6と同等の結果を導くことがで
きる．このように，本論文で得た結果はより広い問題へ適

用が可能である．
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